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几类near MDS码和最优局部修复码的构造
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摘　要：　局部修复码是一种通过局部修复提高存储节点修复效率的重要编码方法， 在分布式存储和云存储中有

重要应用 .  本文首先构造了几类维数为4或5的near MDS （near Maximum Distance Separable） 码， 精确计算出了它们的

参数和重量分布 .  特别地， 得到了一些参数相同但重量分布不同的near MDS码 .  此外，通过确定near MDS码的局部度， 
得到了几类距离最优和维数最优的局部修复码 .  这些局部修复码的参数和文献中已知最优局部修复码的参数不同 .
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Recoverable Codes
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Abstract:　Locally recoverable codes offer an efficient way to improve the repair efficiency of storage nodes by local 
recovery. They are widely used in distributed storage and cloud storage. In this paper, we first present several constructions 
of near MDS (near maximum distance separable) codes of dimension 4 or 5. The parameters and weight distributions of the 
codes are explicitly determined. In particular, some families of near MDS codes with the same parameters but different 
weight distributions are derived. Then the locality of the near MDS codes is also studied. Several families of distance-opti⁃
mal and dimension-optimal locally recoverable codes are obtained. These locally recoverable codes have different parame⁃
ters from those of known ones in the literature.
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1　引言

令 q 为素数 p 的方幂， Fq 表示有 q 个元素的有限

域 .  记Fq
* = Fq \{0}.  对于非空集合 CÍ Fn

q， 若 C是Fq 上

的 k维线性子空间， 则称 C是Fq 上[nkd]线性码， 其中

k表示 C的信息位数，d为 C的最小（汉明）距离 .  线性码

最小距离恰好等于其非零码字的最小汉明重量 .
[nk]线性码C的对偶码定义如式（1）所示：

C^ ={c^ Î Fn
q：< c^c >= 0 "cÎ C} （1）

其中 < c^c >表示这两个向量的欧氏内积 .  显然 C^是

[nn - k]线性码 .  令 Ai 表示线性码 C中重量为 i的码字

个数， 则序列 (1A1 A2 An )称为码 C的重量分布 . 1 +
A1 z + A2 z2 + + An zn 称为码 C的重量计数器 .  重量分

布可用于刻画线性码的检错和纠错能力， 以及计算线

性码纠错和检错的失误率 .  近年来， 大量文献研究了

线性码的重量分布［1~10］.
参数为 [nkn - k + 1]的线性码称为极大距离可分

（Maximum Distance Separable， MDS）码 .  MDS码的对偶

码也是 MDS码 .  参数为[nkn - k]的线性码称为 almost 
MDS 码， 简称 AMDS 码 .  AMDS 码的对偶码不一定是
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AMDS码 .  如果一个线性码及其对偶码都是AMDS码， 
那么该码称为 Near MDS 码， 简称 NMDS 码 .  NMDS 码

不仅在编码理论中非常重要， 而且在组合数学、密钥共

享方案、局部修复码等方面应用广泛 .
当前大数据时代背景下， 数据的爆炸式增长对存

储系统提出了新的挑战 .  分布式存储系统将原始数据

进行编码， 分散存储在多个节点， 因此用户访问部分

节点即可获取信息 .  局部修复码是一种通过局部修复

提高存储节点修复效率的重要编码方法， 近年来在大

量文献中被研究［11~14］.  对于一个正整数 n， 定义 [n]=
{12n}.  设 C是在 Fq 上 [nk]线性码， 用 [n]表示 C中
码 字 分 量 的 坐 标 集 .  对 任 意 iÎ[n] 和 任 意 c =

(c1 c2 cn ) Î C， 若存在长度为 r的子集 Ri Í[n]\{i}及

Fr
q 上的函数 fi (x1 x2 xr )， 使得 ci = fi (cRi

)， 则称 C的
局部度为 r， 其中 cRi

是码字 c在集合Ri 上的投影， Ri 称

为 ci 的修复集 .  若每一个 fi (x1 x2 xr )都是一次齐次

函数， 则称 r为 C的线性局部度 .  线性码 C线性局部度

的最小值称为最小线性局部度 .  Fq 上参数为[nkd]且

局部度为 r的线性码称为 (nkdq；r)局部修复码， 简记

为 (nkdq；r)-LRC.  文献［15］证明了 (nkdq；r)-LRC
的最小距离d满足如下Singleton-like界：

d ≤ n - k - é
ê
êêêê ù

ú
úúúúk

r
+ 2 （2）

刚好达到此界的码称为距离最优局部修复码 .  满
足 d = n - k - é

ê
êêêê ù

ú
úúúúk

r
+ 1 的 (nkdq；r)-LRC 称为几乎距离

最优局部修复码 .  对于任意的 (nkdq；r)-LRC， Cad⁃
ambe和Mazumdar在文献［16］中给出了维数 k的上界：

k ≤ min
tÎZ+

[rt + k (q)
opt (n - t(r + 1)d)] （3）

其中 Z+代表正整数集合， k (q)
opt (nd)=max{k：在 Fq 上存

在[nkd]线性码  }.  达到此界的局部修复码称为维数最

优局部修复码 .
构造具有较小局部度的 NMDS码是非常有意义的

研究课题 .  文献［17］研究了几类维数为 3 的 NMDS 码

局部度， 得到了几类距离最优和维数最优局部修复

码 .  本文通过使用一些特殊矩阵构造了几类维数为 4
或 5的 NMDS码， 并精确给出了其重量分布 .  特别地， 
得到了几类参数相同但重量分布不同的 near MDS码 .  
此外， 通过确定 near MDS 码的局部度， 得到了几类距

离最优和维数最优的局部修复码 .
2　预备知识

2. 1　NMDS码的一些性质

引 理 1［18］ 若 C 是 Fq 上 [nkn - k]NMDS 码 ， 
(1A1 A2 An )与 (1A^

1 A
^
2 A^

n )分别表示 C和 C^的

重量分布， 则 C^以及 C的重量分布分别满足式（4）与

式（5）：

A^
k + s = ( )    n

k + s ∑
j = 0

s - 1

(-1)j( )k + s
    j

(qs - j - 1)+ (-1)s( )n - k
   s

A^
k   
（4）

其中 sÎ{12n - k}.
An - k + s= ( )    n

k - s ∑
j= 0

s- 1

(-1)j( )n- k + s
       j

(qs- j- 1)+ (-1)s´ ( )k
s

An - k

（5）
其中 sÎ{12k}.

引理 2［19］ 令 C是 NMDS码， 则对 C中任意最小重

量码字 c， 在 C^的最小重量码字中存在唯一的 c^（不考

虑与 c^线性相关的向量） 使得 suppt(c)∩ suppt(c^ )=Æ， 
其中 suppt(c)={1 ≤ i ≤ n：ci ¹ 0}表示码字 c = (c1 c2 cn )

的支撑集 .  特别地， 码 C及其对偶码 C^最小重量码字

的数量相同 .
2. 2　oval多项式

定义 1［20］ 令 q = 2m，m ≥ 2且m为整数 .  若 fÎ Fq [x]

是满足以下条件的多项式， 则称 f为 oval多项式 .
（1） f 是 Fq 的 置 换 多 项 式 且 满 足

deg( f )< qf (0)= 0f (1)= 1.
（2）对任意 aÎ Fq， ga (x)：= ( f (x + a)+ f (a)) xq - 2 也

是Fq的置换多项式 .
引理 3［21］ 令 q = 2m，m ≥ 2 且 m 为整数 .  多项式

f (x)= x2h

， gcd(hm)= 1为Fq上的 oval多项式 .
由引理 3 易知， 当 q = 2m，m ≥ 3 且 m 是奇数时， 

f (x)= x4为Fq上的 oval多项式 .
引理 4［22］ f为Fq 上的 oval多项式当且仅当 f为Fq

的一个置换且对任意两两互异的 xyzÎ Fq 都满足
f (x)+ f (y)

x + y
¹

f (x)+ f (z)
x + z

.
2. 3　有限域上多项式的根

引理 5［20］ 令 q = 2m，m 为正整数，Τrq/2 (x)= x + x2 + 
x22

+ + x2m - 1

为Fq 到F2 的迹函数， xÎ Fq.  令 f (x)= ax2 +

bx + cÎ Fq [x]为 2 次多项式， 则，（1）f 在 Fq 中仅有 1 个

根当且仅当 b = 0；（2）f在Fq中有2个根当且仅当b ¹ 0且

Τrq/2( ac

b2 ) = 0；（3）f 在 Fq 中 无 根 当 且 仅 当 b ¹ 0 且

Τrq/2( ac

b2 ) = 1.

引 理 6［23］ 令 q = pm，m 和 h 都 是 正 整 数 且

gcd(hm)= l.  定义 Fq 上的多项式 f (x)= xph + 1 + axph +bx +

c    abcÎ Fq.  用 Nf 表示 f (x) 在 Fq 中根的个数 . 若

a = 0，b = 0或a ¹ 0，b = aph

， 则有式（6）：
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Nf =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

1           若
m
l
是奇数p = 2

0 1或 2      若
m
l
是奇数p是奇数

0    1或pl + 1 若
m
l
是偶数

（6）

引理 7［20］ 设 p 为 素 数 ， q = pm.  对 αÎ Fq， 则
Τrq/p (α)= 0当且仅当存在βÎ Fq使得α = βp - β.

引 理 8 令 q = 2m m ≥ 3 且 m 是 奇 数 ， 则

g(x)：= x2+(a + b)x + a2 + b2 + ab a ¹ b在Fq 中无根 .  特别

地， Fq 上任意两两互异的元素 a b c 都满足 a2 + b2 +
c2 +ab + ac + bc ¹ 0.  若 c = 0， 则a2 + b2 + ab ¹ 0.

证 明 显 然 有 Τrq/2( a2+b2+ab

( )a+b
2 ) =Τrq/2( )1 + 

Τrq/2( ab

a2 + b2 ). 令 β =
a

a + b
Î Fq， 容易验证

ab

a2 + b2
 = β2 -

β.  从而根据引理 7，Trq/2( ab

( )a + b
2 ) = 0.  故当 m 是奇数

时， Τrq/2( a2 + b2 + ab

( )a + b
2 ) = Τrq/2(1) = 1.  由引理 5 得 g(x)在

Fq中无根 .  因此对任意 cÎ Fq， g(c)¹ 0. □
2. 4　线性码的局部度

设 C是码长为 n 的线性码， d = d (C )表示 C的最小

距离 .  若 d (C^) > 1， 则称 C为非平凡线性码 .  对码字

c Î C， 定义其支撑集为 suppt (c) = {1 ≤ i ≤ n：ci ¹ 0} 
其 中 c = (c1 c1 cn ) .  令 Bd(C ) = {suppt ( )c ： cÎ C 
wt ( )c }= d ， 其中wt (c)表示 c的汉明重量 .

引理 9［17］ 设 C是码长为 n 的非平凡线性码， d ^ =
d(C^ )， 码 C 具有最小线性局部度 d ^ - 1 当且仅当∪
SÎB

d^ (C^ )

S =[n].

引理 10［17］ 设 C是非平凡 NMDS 码， 则 C的最小

线性局部度为d(C^ )或d(C^ )- 1.

引理 11［17］ 设 C是非平凡 NMDS 码， d ^ = d(C^ ).  
若 ∩

SÎB
d^ (C^ )

S =Æ， 则C^最小线性局部度为d(C)- 1.

3　几类NMDS码的构造

令 q = 2m， α1 αq - 1 αq 是有限域 Fq 的所有元素， 
其中αq = 0.  令dim (C )表示线性码C的维数 .
3. 1　参数为[q4q - 4]的NMDS码

定 义 G(ij)=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 1  1 1
α i

1 α i
2  α i

q - 1 α i
q

α j
1 α j

2  α j
q - 1 α j

q

α4
1 α4

2  α4
q - 1 α4

q

，其 中 (ij)=

(13)或(23).  显然G(ij)是Fq上4行 q列矩阵 .  令C(ij)是由

矩阵G(ij)生成的线性码 .
3. 1. 1　C(13)的参数及重量分布

定理 1 令 q = 2m， m ≥ 3且为奇数 .  则 C(13)是Fq 上

[q4q - 4]NMDS码， 其重量计数器如式（7）所示：

A(z)=1+
(q- 1)2 (q- 2)(q- 4)

24
zq- 4+

2(q- 1)2 (q- 2)
3

zq- 3

+
(q- 1)2 (q2+ 8)

4
zq- 2+

(q- 1)(q+ 2)(q2+ 2)
3

zq- 1

+
(q- 1)(9q3+ 5q2- 6q+ 16)

24
zq （7）

证明 首先证明 dim(C(13) )= 4.  令 gk 代表矩阵G(13)

中第 k 行向量， k = 1234.  设在 Fq 上存在不全 0 的元

素a1 a2 a3 a4，使得∑
k = 1

4

ak gk = 0成立， 则有式（8）：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

a1 + a2α1 + a3α
3
1 + a4α

4
1 = 0

a1 + a2α2 + a3α
3
2 + a4α

4
2 = 0

    
a1 + a2αq + a3α

3
q + a4α

4
q = 0

（8）

令 f (x)= a1 + a2 x + a3 x3 + a4 x4， 显然其在 Fq 上至多

有 4 个根 .  但由式（8）， f (x)有 q 个根， 矛盾 .  因此 a1 =

a2= a3 = a4 = 0， 即 rank(G(13) )= 4.  故dim(C(13) )= 4.
然 后 证 明 C ^

(13) 的 参 数 为 [qq - 44].  显 然

dim(C ^
(13) )= q - dim(C(13) )= q - 4. 只需证d(C ^

(13) )= 4.

在矩阵G(13)上任取三列向量如式（9）所示：

D1.1 =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 1 1
x1 x2 x3

x3
1 x3

2 x3
3

x4
1 x4

2 x4
3

（9）

其中 x1 x2 x3是Fq中两两互异的元素 .  取D1.1的三阶子

式如式（10）所示：

M1.1 =
|

|

|

|
||
|

||

|

|

|
||
|

| 1 1 1
x1 x2 x3

x4
1 x4

2 x4
3

（10）

令 f (x)= x4， 则 M1. 1 = ( x2 + x1 ) ( f ( x3 ) + f ( x1 ) ) +
( x3 )+x1 ( f ( x2 ) + f ( x1 ) ).  由于 f (x) 是 Fq 上的 oval 多项

式， 根据引理 4， M1.1 ¹ 0 则 rank(D1.1 )= 3. 由于矩阵

G(13) 任取三列向量均线性无关， d(C ^
(13) )≥ 4.  在矩阵

G(13)上任取四列向量如式（11）所示：

D1.2 =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 1 1 1
x1 x2 x3 x4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

x4
1 x4

2 x4
3 x4

4

（11）

其中 x1 x2 x3 x4是Fq上两两互异的元素 .
| D1.2 | = ∏

1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )(x1 x2 + x1 x3 + x1 x4 + x2 x3 +
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x2 x4 +x3 x4 ).  若 取 x4 = αq = 0， x3 =
x1 x2

x1 + x2

.  易 证

x1 x2 x3 x4 两两互异， 且此时 | D1.2 | = 0. 即矩阵 G(13) 中

存在四列线性相关的向量， 则 d(C ^
(13) )= 4.  故 C ^

(13)的参

数为[qq - 44].

下面计算 C ^
(13)中重量为 4的码字个数 .  C ^

(13)的校验

矩阵为 G(13).  在 G(13)上任取四列向量得到 D1.2. 当且仅

当 | D1.2 | = 0时， C ^
(13)中存在重量为 4的码字， 且在此四

个位置的分量非零 .  考虑以下两种情形 .
情形 1： 令 x4 = αq， 则重量为 4的码字第 q个位置的

分量非零， 在前 q - 1 个位置中有 3 个分量非零 . 此时

| D1.2 | = 0Û x3 =
x1 x2

x1 + x2

. 在选定 x1 x2 后， 可唯一确定 x3

的 值 ， 且 x1 x2 x3 x4 两 两 互 异 .  在 这 种 情 形 下 ， 
rank(D1.2 )= 3. 重量为4的码字个数为

(q - 1)2 (q - 2)
6

.

情形 2： 令 x4 ¹ αq， 则重量为 4 码字的非零分量均

在前 q - 1 个位置 .  当 x3 = x1 + x2 时， 由引理 8， | D1.2 | = 
∏

1 ≤ j< i ≤ 4

(xi- xj )(x2
1+ x2

2+ x1 x2 )¹0.  则此时不存在重量为4的
码字 .  当 x3¹ x1+ x2 时， | D1.2 | =0Û x4=

x1 x2+ x1 x3+ x2 x3

x1+ x2+ x3

且 x4 Ï{0x1 x2 x3 }.  当 x4 ¹ 0 时， 则有
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

 
¹0Û x3¹

x1 x2

x1+ x2

.  同理 x4Ï{x1 x2 x3 }Û x3Ï{
x2

1

x2


x2

2

x1

a}， 
其中a2=x1 x2.  由于对任意cÎF2m， 方程x2=c在F2m上有且仅

有一解， 选定x1 x2后， a的值唯一确定.  综上可得式（12）：
x3 Ï L ={0x1 x2 x1 + x2 

x1 x2

x1 + x2


x2

1

x2


x2

2

x1

a} （12）
根据引理 6 与引理 8， 易证集合 L 中元素两两互

异 .  在此情形下， rank(D1.2 )= 3. 重量为 4 的码字个

数为
(q - 1)2 (q - 2)(q - 8)

24
.

综合情形 1 与情形 2， C ^
(13) 中重量为 4 的码字总

数为
(q - 1)2 (q - 2)(q - 4)

24
.

最后证明 C(13) 的最小距离 d(C(13) )= q - 4.  假设

d(C(13) )≤ q - 5.  令 c = ∑
k = 1

4

ak gk 是 C(13)中重量最小的非零

码字， 则 c 至少有 5 个分量为 0， 即存在两两互异的

xi1
xi2

xi3
xi4

xi5
Î Fq使得式（13）成立 .

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

a1 + a2 xi1
+ a3 x3

i1
+ a4 x4

i1
= 0

a1 + a2 xi2
+ a3 x3

i2
+ a4 x4

i2
= 0

    
a1 + a2 xi5

+ a3 x3
i5
+ a4 x4

i5
= 0

  （13）

令 f (x)= a1 + a2 x + a3 x3 + a4 x4， 显然其在 Fq 中至多

有 4 个根 .  但由式（13）， f (x)至少有 5 个根， 矛盾 .  故
d(C(13) )≥ q- 4.  由 Singleton 界， d(C(13) )≤ q- 4+ 1=q- 3.  
从而 d(C(13) )= q - 3或q - 4.  若 d(C(13) )= q - 3， 则 C(13) 是

[q4q - 3]MDS 码 .  因此 C ^
(13) 也是 MDS 码， 与前面所证

结 论 矛 盾 ， 故 d(C(13) )= q - 4.  综 上 ， C(13) 是

[q4q - 4]NMDS码 .
由引理 2， NMDS码 C(13)中码字重量为 q - 4的个数

等于 C ^
(13) 中码字重量为 4 的个数， 再由引理 1， 可得

C(13)的重量计数器 .  □
3. 1. 2　C(23)的参数及重量分布

定理 2　令 q= 2m m ≥ 3.  则 C(23) 是 Fq 上 [q4q- 4]　

NMDS码， 其重量计数器如式（14）所示：

A(z)= 1 +
(q - 1)2 (q - 2)(q - 4)

24
zq - 4

+
2(q - 1)2 (q - 2)

3
zq - 3 +

(q - 1)2 (q2 + 8)
4

zq - 2

+
(q - 1)(q + 2)(q2 + 2)

3
zq - 1

+
(q - 1)(9q3 + 5q2 - 6q + 16)

24
zq （14）

证明 类似于定理 1， 容易证得线性码 C(23) 的参

数 .  下面只计算C ^
(23)中重量为4的码字个数 .

显然 C ^
(23) 的校验矩阵为矩阵 G(23).  在矩阵 G(23) 上

任取四列向量得到式（15）：

D2.1 =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 1 1 1
x2

1 x2
2 x2

3 x2
4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

x4
1 x4

2 x4
3 x4

4

（15）

其 中 x1 x2 x3 x4 是 Fq 中 互 不 相 同 的 元 素 ， 易 证

| D2.1 | = ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )(x1 x2 x3 + x1 x2 x4 + x1 x3 x4 + x2 x3 x4 ).
 当且仅当 | D2.1 | = 0时， C ^

(23)中对应码字在此四个位置

的分量非零 .  考虑以下两种情形 .
情形 1：令 x4 = αq = 0， 则码字第 q 个位置是非零分

量 ， 在 前 q - 1 个 位 置 有 3 个 非 零 分 量 .  此 时

| D2.1 | = ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )x1 x2 x3 ¹ 0.  故不存在重量为 4 的

码字 .
情形 2：若 x4 ¹ αq， 即重量为 4码字的非零分量均在

前 q - 1 个位置 .  当 x3 =
x1 x2

x1 + x2

时， | D2.1 | = ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi -

xj )
x2

1 x2
2

x1 + x2

¹ 0.  此 时 不 存 在 重 量 为 4 的 码 字 .  当
x3 ¹

x1 x2

x1 + x2

时， | D2.1 | = 0Û x4 =
x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

.
易 证 x4 Ï{0x1 x2 x3 } 成 立 .  故 x3 Ï L ={0x1 x2  
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x1 x2

x1 + x2

}.  显然集合 L 中元素两两互异且 rank(D2.1 )= 3， 
故C ^

(23)中重量为4的码字总数为
(q - 1)2 (q - 2)(q - 4)

24
.

再根据引理1和2，结论得证 .  □
根据定理 1和 2的证明过程， 当m ≥ 3且为奇数时， 

C(23)与C(13)的最小重量码字的支撑集不同 .
3. 2　参数为[q5q - 5]的NMDS码

定义 G(ijk)=

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú1 1  1 1
α i

1 α i
2  α i

q - 1 α i
q

α j
1 α j

2  α j
q - 1 α j

q

αk
1 αk

2  αk
q - 1 αk

q

α5
1 α5

2  α5
q - 1 α5

q

，其中 (ijk)=

(134)(123)或(234).  显然 G(ijk) 是 Fq 上 5 行 q 列矩

阵 .  令C(ijk)是由矩阵G(ijk)生成的线性码 .
3. 2. 1　C(134)的参数及重量分布

定理 3 令 q = 2m m ≥ 3且为奇数 .  则 C(134)是Fq 上

[q5q - 5]NMDS码， 其重量计数器如式（16）所示：

A(z)= 1 +
(q - 1)2 (q - 2)(q2 - 8q + 20)

120
zq - 5

    +
5(q - 1)2 (q - 2)(q - 4)

24
zq - 4

    +
(q - 1)2 (q - 2)(q2 + 20)

12
zq - 3

    +
(q - 1)2 (2q3 + 7q2 + 40)

12
zq - 2

    +
(q - 1)(9q4 + 13q3 + 14q2 + 20q + 40)

24
zq - 1

    

（16）
证明 首先证明 dim(C(134) )= 5.  令 gk 代表矩阵

G(134)中第 k行向量， k = 12345.  设在Fq 上存在不全

为 0的元素 a1 a2 a3 a4 a5使得∑
k = 1

5

ak gk = 0成立， 则有式

（17）成立：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

a1 + a2α1 + a3α
3
1 + a4α

4
1 + a5α

5
1 = 0

a1 + a2α2 + a3α
3
2 + a4α

4
2 + a5α

5
2 = 0

    
a1 + a2αq + a3α

3
q + a4α

4
q + a5α

5
q = 0

（17）

令 f (x)= a1 + a2 x + a3 x3 + a4 x4 + a5 x5， 显然其在 Fq

中至多有 5个互异根 .  但由式（17）， f (x)有 q个互异根，

矛盾 .  因此 a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0， 即 rank(G(134) )= 5， 
dim(C(134) )= 5.

然 后 证 明 C ^
(134) 参 数 为 [qq- 55].  显 然

dim(C ^
(134) )=q- dim(C(134) )=q- 5.  下面证明d(C ^

(134) )=5.
在矩阵G(134)上任取4列向量得到式（18）：

D3.1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú1 1 1 1
x1 x2 x3 x4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

x4
1 x4

2 x4
3 x4

4

x5
1 x5

2 x5
3 x5

4

（18）

其中 x1 x2 x3 x4 是 Fq 上两两互异的元素 .  取 D3.1 的两

个四阶子矩阵的行列式， 如式（19）所示：

M3.1 =

|

|

|

|

|
|
||
|

|

|

||

|

|

|

|
|
||
|

|

|

| 1 1 1 1
x1 x2 x3 x4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

x4
1 x4

2 x4
3 x4

4

M3.2 =

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| x1 x2 x3 x4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

x4
1 x4

2 x4
3 x4

4

x5
1 x5

2 x5
3 x5

4

   （19）

易证式（20）与式（21）成立：

M3.1 = ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )(x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 + (x1 + x2 + x3 )x4 )

（20）
 M3.2 = x1 x2 x3 x4 ∏

1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )(x1 x2 x3 + (x1 x2 + x1 x3

+x2 x3 )x4 ) （21）
下面分几种情形讨论 .
情形 1：令 x3 = x1 + x2， 由引理 8， 则 M3. 1 = (x2

1 + x2
2 

+x1 x2 ) ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )¹ 0. 故 rank(D3.1 )= 4.

情形 2：令 x3 ¹ x1 + x2， x4 =
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

.  由引

理5， 易得式（22）：
M3.2 = x1 x2 x3 x4 ´                  

 ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )
x2

1 (x2
2 + x2 x3 + x2

3 )+ x1 (x2
2 x3 + x2 x2

3 )+ x2
2 x2

3

x1 + x2 + x3

    ¹ 0 （22）
情 形 3：令 x3 ¹ x1 + x2， x4 ¹

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

，显

然M3.1 ¹ 0.
综上可得 rank(D3.1 )= 4. 故d(C ^

(134) )≥ 5.

下面证明 d(C ^
(134) )= 5并计算 C ^

(134)中重量为 5的码

字个数 .  显然 C ^
(134)的校验矩阵为矩阵 G(134).  在 G(134)

上任取五列向量如（23）式所示：

D3.2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú1 1 1 1 1
x1 x2 x3 x4 x5

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4 x3
5

x4
1 x4

2 x4
3 x4

4 x4
5

x5
1 x5

2 x5
3 x5

4 x5
5

（23）

其中 x1 x2 x3 x4 x5 是Fq 上互不相同的元素 .  当且仅当

| D3.2 | = 0， 即 rank(D3.2 )= 4时， C ^
(134)中存在重量为 5的

码字， 且其在对应五个位置的分量非零 . 下面分类讨

论| D3.2 |.
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（1） 令 x5 = αq， 则 | D3.2 | = ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )(x1 x2 x3 + 
(x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 )x4 ).

若 x3 =
x1 x2

x1 + x2

， 则 | D3.2 | = ∏
1 ≤ j< i ≤ 4

(xi- xj )x1 x2 x3 ¹ 0.  
此时不存在重量为 5的码字 .  若 x3 ¹

x1 x2

x1 + x2

， 则 | D3.2 | =

0Û x4 =
x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

， 易 证 x4 Ï {0x1 x2 x3} 成

立 .  故 x3 Ï L ={0x1 x2 
x1 x2

x1 + x2

}.  显然集合 L 中元素两

两互异且 rank(G(134) )= 4， 故重量为 5 且其中一个非零

分量位于第q个位置的码字个数为
(q - 1)2 (q - 2)(q - 4)

4！
.

（2） 令 x5 ¹ αq， 则重量为 5码字的非零分量均在前

q - 1个位置 .  容易得出式（24）：

| D3.2 | = ∏
1 ≤ j < i ≤ 4

(xi - xj )(x1 x2 x3 + x1 x2 x4 + x1 x3 x4 + x2 x3 x4

   +(x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 + x1 x4 + x2 x4 + x3 x4 )x5 ) （24）
从而 | D3.2 | =0Ûx1 x2 x3+x1 x2 x4+x1 x3 x4+x2 x3 x4+(x1 x2+ 
 x1 x3+ x2 x3+ x1 x4+ x2 x4+ x3 x4 )x5= 0.

为了讨论 x5， 需讨论 x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 + (x1 + x2 +

x3 )́ x4 是否非零 .  进一步， 需要讨论 x1 + x2 + x3 是否非

零 .  故下面分情形讨论 .
情形 1：x3= x1+ x2 时， x1 x2+ x1 x3+ x2 x3+ x4 (́x1+ x2+

x3 )= x2
1+ x1 x2+ x2

2¹ 0.  则 | D3.2 | = 0Û x5=
(x1+ x2 )x1 x2

x2
1+ x1 x2+ x2

2

+

x4. 类似定理 1的证明， 易得 x5 Ï {0x1 x2 x3 x4}等价于

式（25）：

x4 Ï
ì
í
î

(x1 + x2 )x1 x2

x2
1 + x1 x2 + x2

2


x3

1

x2
1 + x1 x2 + x2

2


x3

2

x2
1 + x1 x2 + x2

2



         ü
ý
þ

x3
3

x2
1 + x1 x2 + x2

2

（25）
故有式（26）成立：

x4 Ï L =
ì
í
î

0x1 x2 x1 + x2 
(x1 + x2 )x1 x2

x2
1 + x1 x2 + x2

2


x3

1

x2
1 + x1 x2 + x2

2



            ü
ý
þ

x3
2

x2
1 + x1 x2 + x2

2


x3

3

x2
1 + x1 x2 + x2

2

（26）
根据引理 6与引理 8， 易证 L中元素两两互异 .  由

于 rank(G(134) )= 4， 故重量为 5 的码字个数如式（27）
所示 .

(q - 1)2 (q - 2)(q - 8)
5！

=
(q - 1)2 (q - 2)(q - 8)

120
（27）

情形 2： x3 ¹ x1 + x2 时，x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 + x4 (x1 +x2 +

x3 )= 0Û x4 =
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

.  由 引 理 5 易 得 出

式（28）：

| D3.2 | = ∏
1 ≤ j < i ≤ 5

(xi - xj )

(́
x2

1 (x2
2 + x2 x3 + x2

3 )+ x1 (x2
2 x3 + x2 x2

3 )+ x2
2 x2

3

x1 + x2 + x3

)

¹ 0 （28）
此时不存在重量为5的码字 .

情形 3：x3¹ x1+ x2， x1 x2+ x1 x3+ x2 x3  +(x1+ x2+ x3 )x4 
¹ 0.  即 x4 ¹

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

时， 易得式（29）：

| D3.2 | = 0Û x5 =
x1 x2 x3 + (x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 )x4

(x1 + x2 + x3 )x4 + x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

  （29）
令 x5 =

x1 x2 x3 + (x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 )x4

(x1 + x2 + x3 )x4 + x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

 且 a2 =

x1 x2 x3

x1 + x2 + x3

.  下面对 x3分类讨论如下 .
① 当 x3 =

x1 x2

x1 + x2

时， x5 =
x1 x2 x3

(x1 + x2 + x3 )x4

， 且可证

x5 Ï {0x1 x2 x3 x4}.  类 似 定 理 2 的 证 明 ， 易 得

x5 Ï {0x1 x2 x3 x4}等价于式（30）：

x4 Ï
ì
í
î

x2
1 (x2 + x3 )

x2
1 + x2 x3


x2

2 (x1 + x3 )

x2
2 + x1 x3


x2

3 (x1 + x2 )

x2
3 + x1 x2

a
ü
ý
þ
   （30）

且
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

= 0. 故有式（31）成立：

x4 Ï L1 =
ì
í
î

0x1 x2 x3 
x2

1 (x2 + x3 )

x2
1 + x2 x3


x2

2 (x1 + x3 )

x2
2 + x1 x3



                  ü
ý
þ

x2
3 (x1 + x2 )

x2
3 + x1 x2

a （31）
现 证 明 a 与 L1 中 其 他 元 素 互 异 .  显 然

a2Ï {0x2
1 x

2
2 x

2
3}， 故 aÏ {0x1 x2 x3}.  若 a=

x2
1 (x2+ x3 )

x2
1+ x2 x3

， 

则 a2 =
x4

1 (x2
2 + x2

3 )

x4
1 + x2

2 x2
3

，即
x2

1 x2
2

x2
1 + x1 x2 + x2

2

= ( x1 x2
2

x2
1 + x1 x2 + x2

2 ) 2

.  
整理该等式有 x1 (x1 + x2 )= 0， 则 x1 = 0 或 x1 = x2， 矛盾 .  
故a¹

x2
1 (x2+ x3 )

x2
1+ x2 x3

.  同理易得a¹
x2

2 (x1+ x3 )

x2
2+ x1 x3


x2

3 (x1+ x2 )

x2
3+ x1 x2

.

且L1中其它元素两两互异 .
② 当 x3 =

x2
1

x2

时， 易得式（32）：

x5 =
x1 (x4 (x1 + x2 )2 + x1 x2 (x1 + x4 ))

x4 (x1 + x2 )2 + x1 x2 (x1 + x4 )+ x1 (x1 + x2 )2
（32）

且 x5 Ï {0x1 x2 x3 x4}等价于式（33）：
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x4Ï
ì
í
î

x1 x2 x3

x1 x2+x1 x3+x2 x3


x2

2 (x1+x3 )

x2
2+x1 x3


x2

3 (x1+x2 )

x2
3+x1 x2

a
ü
ý
þ

   （33）

且
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

= x1.  故有式（34）成立：

x4 Ï L2 =
ì
í
î

0x1 x2 x3 
x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3


x2

2 (x1 + x3 )

x2
2 + x1 x3



           ü
ý
þ

 
x2

3 (x1 + x2 )

x2
3 + x1 x2

a （34）
类似①中的证明， 易证L2中元素两两互异 .
③ 当 x3 =

x2
2

x1

时， 易得式（35）：

x5 =
x2 (x4 (x1 + x2 )2 + x1 x2 (x2 + x4 ))

x4 (x1 + x2 )2 + x1 x2 (x2 + x4 )+ x2 (x1 + x2 )2
  （35）

且 x5 Ï {0x1 x2 x3 x4}等价于式（36）：

x4Ï
ì
í
î

x1 x2 x3

x1 x2+x1 x3+x2 x3


x2

1 (x2+x3 )

x2
1+x2 x3


x2

3 (x1+x2 )

x2
3+x1 x2

a
ü
ý
þ

   （36）

且
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

= x2.  故有式（37）成立：

x4 Ï L3 =
ì
í
î

0x1 x2 x3 
x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

 
x2

1 (x2 + x3 )

x2
1 + x2 x3



          ü
ý
þ

x2
3 (x1 + x2 )

x2
3 + x1 x2

a （37）
类似①中的证明， 易证L3中元素两两互异 .
④当 x3 = b且b2 = x1 x2时， 易得式（38）：

x2
5 =

x1 x2 (x2
4 (x2

1 + x1 x2 + x2
2 )+ x2

1 x2
2 )

x2
4 (x2

1 + x1 x2 + x2
2 )+ x2

1 x2
2 + x1 x2 (x1 + x2 )2

（38）
x5 Ï {0x1 x2 x3 x4}等价于式（39）：

x4 Ï
ì
í
î

x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3


x2

1 (x2 + x3 )

x2
1 + x2 x3


x2

2 (x1 + x3 )

x2
2 + x1 x3

a
ü
ý
þ
（39）

且
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3

= x3.  故有式（40）成立：

   x4 Ï L4 =
ì
í
î
0x1 x2 x3 

x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3


x2

1 (x2 + x3 )

x2
1 + x2 x3



                      ü
ý
þ

x2
2 (x1 + x3 )

x2
2 + x1 x3

a （40）
类似①中的证明， 易证L4中元素两两互异 .
⑤ 当 x3 Ï L5 ={0x1 x2 x1 + x2 

x2
1

x2


x2

2

x1


x1 x2

x1 + x2

b} 
b2 = x1 x2， 则 x5 Ï {0x1 x2 x3 x4}等价于式（41）：

x4 Ï
ì
í
î

x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3


x2

1 (x2 + x3 )

x2
1 + x2 x3

 
x2

2 (x1 + x3 )

x2
2 + x1 x3



        ü
ý
þ

x2
3 (x1 + x2 )

x2
3 + x1 x2

a （41）

故有式（42）成立：

x4 Ï L6 =
ì
í
î
0x1 x2 x3 

x1 x2 x3

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3


x2

1 (x2 + x3 )

x2
1 + x2 x3



   
x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

x1 + x2 + x3


ü
ý
þ

x2
2 (x1 + x3 )

x2
2 + x1 x3


x2

3 (x1 + x2 )

x2
3 + x1 x2

a

（42）
现 证 明 b 与 L5 中 其 它 元 素 互 异 .  显 然

b2 Ï {0x2
1 x

2
2}， 故 bÏ {0x1 x2}.  根 据 引 理 8， 易 证

b ¹ x1 + x2 
x1 x2

x1 + x2

.  若 b =
x2

1

x2

， 则 b2 =
x4

1

x2
2

， 即 ( x1

x2 ) 3

= 1.  
由引理 6可得 x1 = x2， 矛盾 .  故 b ¹

x2
1

x2

.  同理易得 b ¹
x2

2

x1

且 L5 中其它元素两两互异 .  根据引理 5和类似于①中

的证明， 可证明L6中元素两两互异 .
在情形 3下， 由于 rank(G(134) )= 4， 故重量为 5的码

字个数为式（43）所示：

4 ×
(q - 1)2 (q - 2)(q - 8)

5！
+

(q - 1)2 (q - 2)(q - 8)(q - 10)
5！

                     = (q - 1)2 (q - 2)(q - 6)(q - 8)
120

（43）
综合对前面|D3.2|的分类讨论， C ^

(134)中重量为 5 的

码字个数为
(q - 1)2 (q - 2)(q2 - 8q + 20)

120
.

最后证明 C(134) 的最小重量 d(C(134) )= q - 5.  假设

d(C(134) )≤ q - 6.  令 c = ∑
k = 1

5

ak gk 是 C(134)中重量最小的非

零码字， 则 c 至少有 6 个分量为 0， 从而存在两两互异

的 xi1
xi2

xi3
xi4

xi5
xi6

Î Fq， 使得式（44）成立：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

a1 + a2 xi1
+ a3 x3

i1
+ a4 x4

i1
+ a5 x5

i1
= 0

a1 + a2 xi2
+ a3 x3

i2
+ a4 x4

i2
+ a5 x5

i2
= 0

    
a1 + a2 xi6

+ a3 x3
i6
+ a4 x4

i6
+ a5 x5

i6
= 0

  （44）

令 f (x)= a1 + a2 x + a3 x3 + a4 x4 + a5 x5， 显然其在 Fq

上至多有 5 个根 .  但由上面方程组， f (x)至少有 6 个

根 ， 矛 盾 .  故 d(C(134) )≥ q - 5.  由 Singleton 界 ， 
d(C(134) )≤ q -5 + 1 = q - 4.  则 d(C(134) )= q - 4或q - 5.  若
d(C(134) )= q - 4.  此时C(134)是[q5q - 4]MDS码， 则C ^

(134)

也是 MDS 码， 矛盾 .  因此 d(C(134) )= q - 5.  综上， C(134)

是[q5q - 5]NMDS码 .
由引理 2 可知， NMDS 码 C(134) 中码字重量为 q - 5

的个数等于 C ^
(134)中码字重量为 5的个数 .  再由引理 1， 

可得 C(134)的重量计数器 .  此外， C ^
(134)中所有重量为 5

的码字支撑集的并集为[q]， 其中[q]={12q}.  □
在定理 3 中， C ^

(134) 中重量为 5 码字的非零分量既

可取在第 q个位置， 也可出现在前 q - 1位置 .  C ^
(134)中

963



电 子 学 报 2024 年
所有重量为 5 的码字支撑集的并集为 [q].  特别地， 当
m > 3时， C ^

(134)中所有重量为 5的码字支撑集的交集为

空集 .
3. 2. 2　C(123)的参数及重量分布

定 理 4　 令 q = 2m m ≥ 3.  则 C(123) 是 Fq 上

[q5q - 5]NMDS码， 其重量计数器如式（45）所示：

A(z)= 1 +
(q - 1)2 (q - 2)(q - 3)(q - 4)

120
zq - 5

+
(q - 1)2 (q - 2)(q - 3)

6
zq - 4

+
(q - 1)2 (q - 2)(q2 + q + 12)

12
zq - 3   

+
(q - 1)2 (q3 + 3q2 + 5q + 12)

6
zq - 2

+
(q - 1)(9q4 + 14q3 + 3q2 + 46q + 24)

24
zq - 1  

+
(q - 1)(11q4 + 5q3 + 10q2 - 20q + 24)

30
zq （45）

证明 证明方法与定理3类似， 故略去 .  且因证明

过程中未使用引理 6 及引理 8， 故该定理仅要求 m ≥ 3

即可 .  □
在定理 4 中， C ^

(123) 中重量为 5 码字的非零分量既

可取在第 q个位置， 也可出现在前 q - 1位置 .  C ^
(123)中

所有重量为 5 的码字支撑集的并集为 [q].  特别地， 当
m > 3时， C ^

(123)中所有重量为 5的码字支撑集的交集为

空集 .
3. 2. 3　C(234)的参数及重量分布

定 理 5 令 q = 2m  m > 3.  则 C(234) 是 Fq 上

[q5q - 5]NMDS码， 其重量计数器如式（46）所示：

A(z)= 1 +
(q - 1)2 (q - 2)(q - 4)(q - 8)

120
zq - 5

+
(q - 1)2 (q - 2)(9q - 32)

24
zq - 4

+
(q - 1)2 (q - 2)(q2 - 4q + 32)

12
zq - 3

+
(q - 1)2 (2q3 + 11q2 - 20q + 64)

12
zq - 2

+
(q - 1)(9q4 + 9q3 + 38q2 - 24q + 64)

24
zq - 1

+
(q - 1)(44q4 + 25q3 + 5q2 - 10q + 56)

120
zq

     

（46）
证明 证明方法与定理3类似， 故略去 .  且因证明

过程中未使用引理 6 及引理 8， 故该定理仅要求 m > 3

即可 .  □
在定理 5 中， C ^

(234) 中重量为 5 码字的非零分量仅

出现在前 q - 1 位置 .  因此， 由引理 2， C(234) 中所有重

量最小的码字在第q位置的分量恒不为0.

4　几类最优局部修复码

下面利用第3节中NMDS码构造最优局部修复码 .
定理 6 令 q = 2m， m > 3 且 m 为奇数 .  则 C(13) 为

(q4q - 4q；3)-LRC， C ^
(13)为 (qq - 44q；q - 5)-LRC.  此

外， C(13)和C ^
(13)都是距离最优且维数最优局部修复码 .

证明 根 据 定 理 1 的 证 明 过 程 ， 容 易 得 出 ：∩
SÎB4 (C ^

(13) )

S =Æ ∪
SÎB4 (C ^

(13) )

S =[q].  由引理 9， C(13) 的最小线

性局部度为 d(C ^
(13) )- 1 = 3.  由引理 11， C ^

(13)的最小线性

局部度为d(C(13) )- 1 = q - 5.

下面证明 C(13)是距离最优且维数最优的局部修复

码 .  将 C(13) 的参数 (q4q - 4q；3) 代入 Singleton-like
界， 即式（2）的右侧， 得式（47）：

n - k - é
ê
êêêê ù

ú
úúúúk

r
+ 2 = q - 4 - é

ê
êêêê ù

ú
úúúú4

3
+ 2 = q - 4 （47）

因此 C(13) 是距离最优的局部修复码 .  令 t = 1， 然后将

C(13)的参数代入式（3）， 得式（48）：

k ≤ r + k (q)
opt(n - (r + 1)d ) = 3 + k (q)

opt (q - 4q - 4)= 4   （48）
其中根据 Singleton 界可得 k (q)

opt (q - 4q - 4)= 1.  因此 C(13)

是维数最优的局部修复码 .
类似可证 C ^

(13)是距离最优且维数最优的局部修复

码 . □
定理7 令q = 2m  m ≥ 3.  则NMDS码C(23)是(q4q -

4q；4)⁃LRC且C ^
(23)是 (qq - 44q；q - 5)⁃LRC.  C ^

(23)是距

离最优且维数最优的局部修复码， C(23) 是几乎距离最

优、维数最优的局部修复码 .
证 明 由 定 理 2 的 证 明 过 程 ， 容 易 得 出 ：∪

SÎB4 (C ^
(23) )

S ¹[q] ∩
SÎB4 (C ^

(23) )

S =Æ. 根据引理 9~11， C(23) 的最

小线性局部度为 d(C ^
(23) )= 4， C ^

(23)的最小线性局部度为

d(C(23) )- 1 = q - 5.  根据式（2）和式（3）， 容易验证它们

的最优性， 证明略去 .  □
定理 8 令 q = 2m m > 3 且为奇数 .  则 NMDS 码

C(134) 是 (q5q - 5q；4)-LRC 且 C ^
(134) 是 (qq - 55q；q -

6)-LRC.  此外， C(134)和 C ^
(134)都是距离最优且维数最优

的局部修复码 .
证明 证明与定理6类似， 故略去 .  □
定理 9 令q=2m m>3.  则NMDS码C(123)是(q5q-

5q；4)-LRC 且 C ^
(123) 是 (qq-55q；q-6)-LRC.  此外， 

C(123)和C ^
(123)都是距离最优且维数最优的局部修复码 .

证明 由定理 4 的证明过程可得，当 m > 3 时，∪
SÎB5 (C ^

(123) )

S =[q] ∩
SÎB5 (C ^

(123) )

S =Æ.  其余证明与定理 6 类

似， 故略去 .  □
定理 10 令 q = 2m  m > 3.  则 NMDS 码 C(234) 是

(q5q - 5q；5)-LRC 且 C ^
(234) 是 (qq - 55q；q - 6)-
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LRC.  此外， C ^
(234)是距离最优且维数最优的局部修复

码 .  C(234)是几乎距离最优、维数最优的局部修复码 .
证明 证明与定理6类似， 故略去 .  □

5　总结

本文基于两类特殊的矩阵， 构造了一些维数为 4
或 5 的 NMDS 码， 并确定了其参数及重量分布 .  特别

地， 定理 3~6中构造的NMDS码 C(134)、C(123)、C(234)参数

相同但重量分布不同； 定理 1与定理 2中构造的NMDS
码 C(13) 和 C(23) 参数与重量分布都相同， 但具有不同的

码字结构 .  此外， 本文构造的 NMDS 码大部分都为距

离最优与维数最优的局部修复码 .
本文中构造的距离为 4的最优局部修复码与文献

［24］、文献［25］中构造的距离为 4的最优局部修复码参

数不同 .  文献［26］中构造了两类距离为 5 的最优局部

修复码， 通过比较可知本文中构造的距离为 5 最优局

部修复码参数与其不同 .  最近，文献［27，28］利用

NMDS码构造了几类最优的局部修复码，但参数与本文

不同 .
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